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1 引 言

首先考虑 2 x Z 矩阵
, 厅fwe

.

11,工
.

之乃白11尸̀.l.J

一一K

显然当
k> 妾时

,

矩阵 K 是对称正定的
,

且 K 可以分解成 c ho les k y 因子
石
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:

要时
,

K 为奇异矩阵
;而当

`

,

一 1 ~
龙` 又 1犷口呀

`

,

K 为对称不定矩阵
,

这时 K 有广义 C h ol se k y 分解

丫万

并且这种分解是稳定的一般地我们给出定义 .l[ ’ 〕

定义 1
.

1 设有矩阵 K 〔丫
. +

“ 俪+. , ,

若总存在排列矩阵尸 e (R “ ` “ ` 十 劝
和对称正定矩

阵 H 任 r
x ` 、

G任犷
“ .

使得

_ 厂H A
T
飞

尸尤尸
`

~ } !
L A 一 G J

( 1
.

1 )

则称矩阵 K 为对称拟定 ( S帅m e t r ie q u a s id e f i n it e )矩阵
.

从该定义可以看出
,

若 K 为对称拟定矩阵
,

则其必为不定矩阵
,

且在一定的条件下为非

奇异
.

可以证明1[, ’ 〕对称拟定矩阵是强可分解的
,

即对每个排列矩阵 尸
,

总存在对角矩阵 D

和下三角矩阵 L
,

使得

尸犬尸
T 二 L D厂

.

( 1
.

2 )

我们称 (1
.

2) 式为 尸尺尸 的广义 c ho les k y 分解田
.

而 D 也为不定矩阵
.

因此一般的稳定性

分析结果这里用不上
,

且这种分解也可能是不稳定的
.

作为一个例子
,

对称拟定矩阵

,

l
` .
日,土. .人0

飞f l

一 (k + 1 ) J LO

110rll,Jǐ 1`lot曰nù11吸百尸IJ
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ù 扭
.
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左
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1111一l
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则对任何 k > 。 ,

K 的广义 C ho les k y 分解都存在
,

且总能得到有限精度的分解因子
.

而另一方面
,

矩阵

厂k l 飞
K = } }

七1 一 I J

也是对称拟定矩阵
,

这时

一以“l
一 ( 1

泣、
)

:l钊
·

尽管 K 存在广义 Cho les k y 分解
,

但当 }引 、 o 有限精度的算法变得不稳定
.

关于对称拟定

矩阵的广义 C h ol se k y 分解稳定性分析可参看 [ 1〕
.

由于对称拟定矩阵在数值最优化
、

微分方程数值解中有着重要的应用
,

特别是大型稀疏

对称拟定矩阵计算更是近年来讨论的一个热点
,

可参看【l
,

2
, 3

,

4
, 5 ,

7〕
.

本文主要讨论在椭

回型偏微分区域分解法中出现的一类特殊对称系统川
,
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.
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BB

凡Q人可
B r

其中入任R’.
x 、

(i ~ 1
,
2

,

…
,
P )对称正定阵

,

Q任 R’ x r

对称矩阵
,

而 阶
,

关 i( = 1
,
2

, … ,

)P
, 之 ,

g 为

适当阶数的向量
.

我们可把 (1
.

3) 记成

犬X ~ f
一

(1
.

4)

我们常称形如 (1
.

3) 中的系数矩阵 K 为
“

箭形矩阵气

2 矩阵 K 的一些性质

系统 (1
.

3) 中的系数矩阵有一些特殊的性质
.

由于 A
; ,

A : ,

…
,
A ,
是对称正定矩阵

,

故

又 = d ia g ( A : ,

A : ,

…
,
A ,

)

也是对称正定矩阵
.

令

了 一 〔耳
,

耳
, … ,

B二〕
.

则我们可以看出线性系统 (1
.

3) 中的系数矩阵有如下形式
,

这样就有

〔一 刀
r

Z 一笼

一 又一

匆
一 「又 --0

_
.

.1
几 J ` O Q 一 B

了

A
一 二

B J
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.
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云

`

B OQ涯了0几

也就是说
,

若 K 为正定阵
,

则矩阵
声

贬一 Q 一 B叹
一
lB 一 Q 一 名耳` .lB ( 2

.

2 )

也为对称正定矩阵
.

另一方面
,

若 A : ,
A

: ,

…
,

再 为对称正定阵
,

而

Q = 0 一 艺耳布吸 = ` G
了 ,

也为对称正定阵
,

则有 hc
o
les k y 分解式

几B2

几 O O
、 .

.

、 .

凡Q再可O L ,

耳 … 耳 O ……
.

B落

凡了耳

耳飞
|
l|11侧

( 2
.

3 )

其中及
, i = 1

,

2
,

…
,

P 和 G 都为非奇异下三角矩阵
,

故由 (2
.

3) 式得 K 为正定阵
.

综上所述
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我们有

定理 2
.

115 〕 在线性系统 (l
.

3) 中
,

A ; ,

A
: , …

,

A ,
为对称正定阵

,

则系数矩阵 K 为对称

正定矩阵的充要条件是

Q 一 Q 一艺耳
A 「’

凡

为对称正定矩阵
.

事实上
,

若矩阵 K 是正定的
,

且以 入( X )表示某个矩阵 X 的第 i 个特征值并以降序排

列
,

则有特征值的单调性可得

人( Q ) 》 凡(艺B百, 、
` B `

)
,

从Q ) = 从 Q 一 万斑
,

A不
`
B

`
)

= l , 2 , …
,

P
,

毛林)Q 一 拟万耳寿吸 )
,

Vj 十 , 成 、 十 1
.

由【7〕的结果可知
,

在矩阵 K 中若 Q 为零矩阵且 B
、 , i~ 1 ,

2
,

…
,

p 中至少有一个为列满

秩矩阵
,

则矩阵 K 一定存在广义 Cho le sk y 分解
,

则我们有

定理 2
.

2闭 在线性系统 (1
.

3) 中
,

若 A
: ,

A
: ,

…
,

人 为对称正定矩阵
,

而

受一 Q 一 万耳“ 几

是负定矩阵
,

则矩阵 K 一定存在广义 hc ol se k y 分解
,

即

。 二

队
,

又阵r E
,

了
厂注

、

B
,

〕 }
`
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“
}

1
`

二
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这里 L
, ,

L
: ,

…
,

L , ,

G 都为非奇异下三角阵
·

由定理 2
.

2我们可以看出
,

若 Q 为负定矩阵时
,

矩阵 K 就一定是对称拟定矩阵
,

这时 K
户

一定有 万
。 个正特征值

, :
个负的特征值

.

二. 1

另一方面有时尽管 Q 不一定是负定矩阵
,

但

公一 Q 一 艺耳`
1

几 ( 2
.

5 )

是负定阵
,

这时由定理 2
.

2 可知
,

矩阵 K 一定存在广义 hC ol es k y 分解式 (2
.

4) 式
.

这就是

说
,

我们这里讨论的是 比对称拟定矩阵更广的一类不定矩阵
.

事实上满足下列二个条件之

一就能保证 (2
.

5) 式中的矩阵 Q 为负定阵
:

(a ) Q 为半负定阵但 B , ,

B : ,

…
, B , 中至少有一个列满秩矩阵 ;

(b ) O 为负定阵
·

即满足上面给出的条件 ( a )
、

( b) 中的任一条
,

矩阵 K 就有 (2
,

4) 的分解式
.
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3 算法的实现

对于线性系统 (1
.

3 )
,

若矩阵 K 中的 Q 满足
户

O 二 Q 一 艺耳`
,几

为负定的条件
,

则我们考虑 K 的广义 C hol ske y 分解的实现
,

由于 A : ,
A : ,

…
,

志 为对称正定

矩阵
,

故容易得到其 C ho le sk y 分解式
,

即

人 二 八耳
, i 二 1 ,

2
,

…
,

P
.

(3
.

1)

为了得到分解式 (2
.

4) 就得计算及
, `一 1

,
2

,

…
,

P
.

即

及 = .rL 泊
` , i 二 1

,
2

,

…
,

P
.

(?
.

? )

这可以通过回代求解一个矩阵方程得到云
.

事实上 们可以由下列递推式计算得到 E
` ,

设

吞 = 〔气〕 任 R悄介 ,
B

`
= 〔气〕任 R’i x’

,

马 二 〔气〕任孙犯

则凡 的元素 iej 可由下列表达式得到
:

e ; , ~ b : , e/
: : ,

j = 1
, 2 ,

…
, r ,

iej = (气 一 艺` e’, ) .l/
,

i 一 2
,

:.
,朴 ,

j “ 1
,

2
,

…
, r

.

( 3
.

3 )

这样依次得到 E
: ,

及
,

…
,

E , 后就可计算

Q = Q 一 名耳 A ; `
凡 一 Q 一 艺耳 ..E

注意到这里 Q 为满足前面条件 a( )或 (b) 的矩阵
,

故我们分两种情况讨论
.

( 1) 若 Q = o ,

A
: ,

A : ,

…
,

A, 中至少有一个为满秩矩阵
,

这时矩阵

户

了 一 (耳
, … ,

耳 ) e r 石
,

拼= 艺
。 ,

i一 1

必为行满秩矩阵
.

故这时若凡 为大型矩阵
,

则可利用分块直交分解方法 (Q R 分解 ), 得到

( 3
.

4 )RQ一一
曰闪川

`

一一E

其中 Q
,

任 r
x r

的列直交阵
,

R e R’
“ `

上三角矩阵
.

并注意到在对 E 进行 QR 分解时
,

我们并

不需要保留到直交矩阵 Q
:

.

这时令

乙 = R T ,

就可得到
户

乙夸
,

= 一 己一 艺耳 ..E ( 3
.

5 )

从而完成了 (2
.

4) 的广义 C ho le sk y 分解
.

( 2) 若 Q 为对称负定矩阵
,

则可先对一 Q 进行 Cho le sk y 分解
,

即

Q ~ 一 场瑞
,

其中与 〔 R水
护

为下三角矩阵
.

然后利用分块直交分解对矩阵
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r’ 二 艺
。 + r,众丫任

四曰囚网
一一刃

进行 Q R分解得到

老 = Q:又
,

这里 q 〔 丫
x r

为列直交阵
,

左任 R’
” ’

上三角阵
.

故令

己 = 尸
.

这样就得到

( 3
.

6 )

隆
`

)
乙了 = 〔耳

,

一
,

耳
,

场〕1石{

!
“ 二}
L么司

户

一 艺耳三 一 Q
·

( 3
.

7 )

故得到了对称不定阵 K 的广义 C ho le sk y 分解式 (2
.

4)
.

前面已 经讲到
,

对称拟定矩阵一定

是强可分解的
,

而我们这里讨论的广义 C h ol es k y 分解实际上是比对称拟定阵更广的一类矩

阵
,

即

Q = Q 一 艺耳`
1

几

为负定的情况

当系统 (l
·

法
.

算法

1
.

对
: 二 1

3) 中的矩阵 Q 为负定矩阵时
,

我们可以给出如下解系统方程组 (1
.

3) 的算

,

2
, , 二 ,

户计算 儿 的 hc
o le sk y 因子和 云 :

式 ~ 吞耳
,

瓦 = 9
1

尽
,

对一 Q 进行 C hol e s k y 分解
: Q = 一场L苏

.

用分块 QR 分解得到
:

ùRQ一一

四四曰囚
一一

老

·

令 ` 一友.T
.

通过回代得到 (1
.

3) 的解
:

5
·

1 对 i二 1
,

2 ,

…
,

户计算 苏一` 丫
; y , 十 ;

一乙一 ,
(g 一 万月汤)

.

2 2 ~ 一乙一

与
, + : ;

对 i= p沪 一 1 , …
,

x `
二 L厂

丁
( y 。 一

计算

瓦Z )
.
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这样
ǐ 1毛ee

.

zl
吸.J

队比
l

阮
se
夕

一一H

就是我们所要求的解向量
.

值得注意的是对于这样的箭形矩阵系统
,

我们很容易用并行计算实现上述算法
.

若有

P 台处理机
,

则首先利用第 i 台处理机对 入 进行 Cho les k y 分解并计算 E
`
~ L厂

`
且

.

然后完成
户

艺耳瓦 一 Q 的并行 hc ol es k y 分解以及后面的回代过程
.

因此该算法的安排是紧凑的
,

这
二. 1

对减少工作量和存贮空间是很有利的
.

4 箱定性分析

在这一节我们仅考虑 (1
.

3) 中 Q 为对称负定矩阵时的情形
,

这时我们可取

Q = 一 W
-

而平 为
: X r

对称正定阵
.

这样

二 一

〔孚斗〕
一
双

其中

_ r 又
K 二 K 二 !

L牙

一 B

W 〕
,

, 一 二 一

{
0

一 .1
.

T ~ (又 + 天 T ) 2/ 二 K = 「又
o

L O 下犷! S 二 (兀 r
,

) 2/ 一 K 二

故 T 为对称正定阵
,

即又为非对称正定阵
.

下面我们考虑 K x = f 的扰动方程组 ( K + 以 )全= f
,

不设一般性由上面的变换
,

我们总

可假设 K 为非对称正定阵
,

这样我们可以利用 G ol ub 和 V an L oa n
在【幻中给出的定理

,

对

(1
·

3) 进行扰动分析
.

设 K 的精确广义 Cho les k y 分解为

K 二 L : L r
,

而实际计算得到的因子分解为 L
, 和耳

.

我们假设它们是有界的
,

即存在
, ,

使得

!{ jL
,
J }盯 ! !j

, 毛 r
!} l乙

:
} IL犷! !l

, .

( 4
.

1 )

同时我们令
户

尸 二 艺
。 十 八

并设 产为单位浮点舍入
.

这时可得 2[J
:

!1 IL
,

} }耳 } }}
; 镇 r, ( {} T }}

2 + }}ST
一 `

s }}
: ) ( 4

.

2 )
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而对于扰动方程组 (K + 助 )份= 了来说可证得

}以 } 簇 r ,产( s !K } + 5 }L
,

日L歹} ) + o (声)
.

( 4
.

5 )

这样由 (4
.

1 )
、

( 4
.

2) 和 (4
,

3) 就可推得
,

当 K 为非对称正定矩阵时扰动方程组 ( K + 么尺 )坛~

f 满足

}}△尤 }1
:

成 }}乙万 }} r

簇 产( s尸 1IK }}
; + s r ( r ,

)
,
( }} 7

’

11
2
+ }1S T

一 `
S {I

:
) + 0 (尸 )

.

( 4
.

4 )

我们假设

1} T }}
: ( }} K }!

:
.

这样就有

!} T }}
2

}} + !1S T
一 ,
占 {!

:

簇 ( l +

综上所述我们可得下列结果
:

若 K 是非对称正定阵
,

则其广义 C ho les k y 分解

K = L
,
L百

,

当 w ( K )并不太大时是稳定的
,

其中

』兰里二坚土兰、

}{ K }}
。

一 1
5

( 4
.

5 )

w (k ) =
S T 一 1

5
( 4

.

6 )

5 数值结果

我们在 尸C 一 3 86 计算机上用 M a t lab 语言对下利计算问题进行了数值检验
.

所解的问

题是
,

( 5
.

1 )

队盯阵
`

仇队以

一一

ō川|川ù |州
lllt
.

|
l

引叶|阵llx
l

l健肠
几Bz凡.BQ

O人.B

式厌

人O厌

队|!l|丑

其中对不同给定的
。 ,

A ,
~ 万

月

十 2 0 1
, ,

A
:

~ H
,

+ 1 51
, ,

A
:

= 从 + 1 01
, ,

A
`
~ 凡 + 21

, ,

H一 〔凡〕 二 〔1/ i( 十 j 一 1) 〕

。 ,
一 〔。犷

,

卜 [二
a x ( , ,

j )」 {
’ j

一
k 二

~ 1 ,

2
,

… , ” ,

l
,

2
, , 二 ,

4
.

人
,

几
,

…
,

人
; x : ,

介
,

…
,

介 都是
n
维向量

,

其中右端项人
,

…
,

fs 的确定是使得 ( 5
.

1) 的解向

量



1 99 ? 年 3 月 离稼学枝计算狱学学报

产 ~ (可
,

才
,

…
,

订 )了 = ( l
,

2
,

…
, n , ,

+ 1 ,

…
,
2 , ,

…
, 5二 .)T

我们来看一下间题 (5
.

1) 的性态
,

首先可以着出
,

子矩阵 lA
,

A : ,

…
,

人 都是对称正定矩

阵
,

且是好条件的
.

而取
。 X 。

对称矩阵 Q = O时
,

(5
.

1) 就是一个 5 , x s。 的对称不定矩阵系

统
.

显然
,

我们用本文讨论的广义 Cho lse k y 分解求解该间题时
,

矩阵

O = 万刀扭厂
’尽 ( 5

.

2 )

的条件对解的影响很大
,

所以我们首先给出O 的极端特征值和谱条件数
.

表 1 之的极端特征值和谱条件数

方方程组阶数数 幅
龙

(O ))) han (趁))) con d (之)))

优优= 5”””””

333 000 4
.

1 4 l E + 0 222 0 0 5 1 555 8
.

0 4 E + 0 333

444 000 1
.

2 5 0 E十 0 333 0
.

0 4 8 444 2
.

5 8E十 0 444

222 5 000 1
.

6 7 8E十 0 666 0
.

0 4 4 999 3
.

7 4E十 0 777

333 0 000 3
.

4 6 5E + 0 666 0
.

0 4 4 999 7
.

7 2E + 0 777

444 0 000 1
.

0 8 9 E + 0 777 0
、

0 4 4 888 2
.

4 3 E + 0 888

555 0 000 2
.

6 5 0 E十 0 777 0
.

0 4 4 888 5
.

9 1E + 0 888

从表 1可以看出
,

随着方程组阶数的增高
,

O 的条件数也变大
,

由下列可以看出
, c o n d (Q )对

解的影响也是很大的
,

在表 2 中我们所用的精度指标为
:

E = !}二 一 x
,

!}
:

.

( 5
,

3 )

这里 x ,
x

`

分别为计算得到的解和精确解
.

衷 2 解的精度表

方方 , 组阶叫叫}
3。。 4 000 2 5 000 3 0 000 3 5 000 4 0 000 5 0 000

计计算精度度 3
.

5 7E一 1 111 7 1
.

E一 1000 3
。

19 E一 0 666 8
.

4 2 E一 0 666 1
.

84 E一 0 555 3
.

4 4E一 0 555 1
.

6 2E一 444

指指 标标标标标标标标标

从表 2可以看出
,

广义 Cho lse ky 分解对称不定
“
箭形

”

方程组还是相当有效的
,

且其解的精

度与 co n d (O )有很大关系
.

作者对本文审稿人得出的修改意见和建议
,

特别是对定理 2
.

1 的简化表示衷心的感谢
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